Cyfry znaczgce i zaokrgglanie

I. Cviry znaczace.
Dokladnosé wyniku wplywa na sposéb zapisu wartosei 1 forme prezentacji koncowej. Ilosé
cyfr podawanych w wyniku nie jest dowolna ale zalezy od bledu bezwzglednego wyznaczenia
tej wielkosei. W wickszosei przypadkdw zapisana postaé liczby powstaje w wyniku zaokra-
glenia, tj. ograniczema liczby cyfr z uwzglednieniem odrzucane) czesci liczby. Prowadzi to
mnterpretacji zamieszezenia cyfry na okreslonym miejscu dziesietnym.

Cyframi znaczacymi (pewnymi) nazywamy wszystkie cyfry przyblizonej liczby. z wyjat-
kiem zer polozonych na lewo od pierwszej réznej od zera eyfry. Cyfry znaczace okreslaja

stopien przyblizemia.

Przyklad 1.
Zapis 34,5 (liczba cyfr znaczacych IV = 3) oznacza, ze blad bezwzgledny wyznaczenia liczby jest
mniejszy lub réwny 0,05.

Jesh postac liczby powstala w rezultacie czysto mechanicznego odrzucemia konicowych cyfr to
wowczas liczba z V cyfranu znaczacymu ma blad okolo 1 na N — tym muejscu. Tak wiec zapis 34,5
(N =3) oznacza, ze blad jest rzedu 0,1 a zapis 34 oznacza, ze blad jest rzedu 1.

0,00345 — 3 cyfry znaczace; 3450 — 4 cyifry znaczace; 34,5004 — 6 cyfr znaczacych.

W odniesieniu do cyfr znaczacych stosujemy nastepujaca ternunologie:

1. Skrajna lewa, niezerowa cyfra znaczaca nosi nazwe najbardziej znaczqcej cyfry liczby (np. 2030.50]
2. Skrajna prawa, niezerowa cyfra (w czesc1 — dziesietne) to — najmniej znaczqcea cyfra liczby (np.

2030.5).

3. Jesli w zapisie nie wystepuje przecinek dziesietny, to najmme] znaczgcg cyira jest skrajna prawa
cyfra (takze zero), np. 2030.
4. Tlosé cyfr zawartych pomiedzy najmnie] 1 najbardzie) znaczaca okresla liczbe cyfr znaczacych licz-
by. Np. w liczbie 2030 s3 cztery cyfry znaczace.

Przyklad 2
Zgodnie z regutami np. liczba 420 ma trzy cyfry znaczace. Jesh z wartosci bledu wynika, ze ostatnie 0
nie jest cyfra pewna (tzn. blad jest wiekszy od 0,5) to mie wykazujemy jej stosujac forme zapisu nau-
kowego (scientific notation): 4.2 -10°. W tym zapisie wszystkie cyfry pierwszego cztonu traktowane
sa jako znaczace. (np. w zapisie 340 - 1077 sg trzy cyfry znaczace a blad mniejszy od 0,005).

Z kolei, zapis 20,0 jest poprawny gdy blad bezwzgledny jest mniejszy lub réwny 0,05, mimo, ze
liczba cyfr znaczacych wynosi 1.

Podczas zapisu liczby nalezy zwracaé szczegolna uwage na liczbe zer mogacych sugerowac wiek-
szg dokladnos¢ mz faktycznie 1stniejaca.

Blad graniczny (niepewnosc graniczna) — polowa ostatniej nie napisanej cviry znaczacej.
Przewaznie mamy do czynienia z liczbami przyblizonynu o znanym stopniu przyblizema:

(X, — AY) <X < (X, + AY)
gdzie
X, —znane przyblizenie; X — liczba przyblizona; Ax —blad graniczny (niepewnos¢ graniczna).
Umieszczenie cyfry na najmniej znaczgcym miejscu oznacza, Ze blgd bezwzgledny wyznaczonej
liczby jest mniejszy lub réwny polowie rzedu tego miejsca.

Z formy zapisu (liczby cyfr znaczacych) powstale] w rezultacie zaokraglania wartoSci mozna osza-
cowac wartos¢ wynikajgcego zen bledu bezwzglednego.

Blad wzgledny mozna obliczy¢ na podstawie jego definicj1 korzystajac z podanej liczby 1 wartosci
maksymalne] bledu bezwzglednego. Ta ostatma wynika z interpretacji liczby cyfr znaczacych w zao-
kraglanej liczbie. Zilustrujemy to przykladem:



Przyklad 3

Liczbe, po zaokragleniu zapisano w postaci 67.2. Oszacowac maksymalny blad bezwzgledny tej war-
tosci.

Podane w liczbie 67.2 trzy cyfry znaczace oznaczajg, ze maksymalny blad bezwzgledny wynos1 0,05.
Zalecenia zapisywania bledu bezwzglednego (i niepewnosci pomiarowej):

Blad bezwzgledny powinien by¢ zapisany z podaniem dwach cyfr znaczacvch.

Zaokraglajge niepewnosci ponuarowe dokonujemy (prawie) zawsze zaokraglenia w gore.

Przyklad 4
Obliczony biad bezwzgledny wynosi 2,12, Po zaokragleniu do 2 cyfr znaczacych zapisyemy go jako:
22

Zalecenie zapisywania wyniku
Ostatnia cvfra znaczaca ostatecznego wyniku powinna by¢ na tymm samym miejscu dziesietnym
co blad bezwzgledny.

W praktyce laboratoryjnej calkowicie wystarczajace jest podawanie wynikéw koncowych poszu-
kiwanych wartosci w postaci z trzema cyfranu znaczacym.

Przyklad 5
Dla wartosc1 321,67 oszacowany blad bezwzgledny wynosi1 0,2. Przedstaw zapis ostateczny wyniku.
Poniewaz blad bezwzgledny 0,2 > 0,05 zatem w wyniku powinnismy ograniczy¢ liczbe cyfr zna-
czacych do pierwsze] pozyceji po przecinku Opuszezajac ostatmg cyfre dokonujemy zaokraglenia.
Ostatecznie poprawny zapis wymku to 3217+ 0.2.
Przy bledzie wynoszacym 2 ten sam wymk powinien by¢ zapisany jako 322+ 2,
a przy bledzie 20: 320 + 20.
W przypadku liczby cyfry znaczacych mmejsze lub rowne; 2, dla czytelnose: informacy: czesto po-
daje sie w zapisie dodatkows cyfre.
Przyklad 6
Okreslona wartos¢ wynosi: 2,723 a blad bezwzgledny +1. podaj zapis koncowy.
Poprawny zapis ostateczny to 2.7 + 1,0 zanmast: 3£ 1.
Z uwag na zaokraglame, przy zapisywamu 1 korzystamu z wartosci posrednich, na ktorych wykony-
wane s3 obliczemia prowadzace do ostatecznego wyniku nalezy zapisywac o jedna cyfre znaczaca
wiece] mz podaje zasada ogolna. Dopiero przy ostatecznym zapisie wyniku redukujemy liczbe cyfr
znaczacych.
Zarowno wynik jak blad (niepewnos¢ pomiaru) powinny by¢ zapisywane w tej samej formie np.

Przyklad 7.

Zapis: 456,676 m = 0,05 m jest niepoprawny

Prawidlowy zapis to: (456,68 = 0,05) m Iub 456,68 m+ 005m.

Zapisy: 689-10° m= 20 nm oraz 689-10° m=200-10"""m sg niepoprawne.
Prawidlowy zapis to: (689 =2)-10~ m.

Przy duzej losc1 danych liczbowych oraz w obliczemiach posrednich niewygodnie jest stosowac
dwuczesciowy zapis wartosci (wartosc = blad). Zanuast tego, w wiekszoscl przypadkow wystarczy
uzywac jednoczlonowego zapisu, pamuetajac o znaczemu wykazanych cyfr znaczacych (patrz podane
wyze] reguly). I tak np. zapisujac liczbe w postact 234 mamy prawo uwazac, ze przedstawia ona war-
tos¢ zawarta w granicach: 234 = 0.5. Zapis 2342 oznacza odpowiednio; 234 2 = 0,05 a zapis 2,3-10°
odpowiednio (2.3 = 0,05) - 107



Cyfry znaczace:
Zera dziesietne tuz po przecinku utamka dziesietnego nie sg migjscami
znaczacymi jezeli liczba przed przecinkiem jest 07!

Przyktad zapisow wynikow pomiardw:

245 (trzy cyfry znaczace)
0,0245 (trzy cyfry znaczace)
0,00205000 (szesc cyfr znaczacych)
1 (jedna cyfra znaczaca)
10 (dwie cyfry znaczace)
1,000 (cztery cyfry znaczgce)

Zasady zaokraglania i zapisywania liczb

1. Jezeli pierwsza liczac od lewej z odrzucanych
cyfr jest mniejsza od 5 to ostatnia pozostawiona 14,24 > 14,2
cyfra nie ulega zmianie

2. Jezeli pierwsza liczac od lewej z odrzucanych
cyfr jest wieksza od 5 to ostatnig pozostawiong
cyfre zwieksza sie 0 1

3648 > 36,5

3. Jezeli pierwsza liczac od lewej z odrzucanych
cyfr jest rowna 5 ale wystepuje po nigj

przynajmniej jeszcze jedna cyfra rézna od 0 1,05001 = 11
wowczas ostatnig pozostawiong cyfre zwieksza
sieo 1

4. Jezeli pierwsza liczac od lewej z odrzucanych 135 N 14

cyfr jest rowna 5 ale nie wystepuja po nigj inne
cyfry niz 0 wowczas ostatnig pozostawiong cyfre 23,250 > 23,2
zapisuje sie jako parzystg

II. Zaokraglanie
Odrzucajac, zgodnie z podanynu zalecemiami, cyfry w zapisie wyniku jednoczesme nalezy doko-

nac modyfikacji zaokraglema pozostajace) liczby, tak by uwzgledmc wartos¢ odrzucanych cyir.
Wykorzystujemy przy tym nastepujace reguly:

1) Jesh pierwsza (z lewej) z odrzucanych cyir jest wieksza od 5 lub jest rowna 5 lecz wystepuja po
nie] nastepne odrzucane cyiry, to stosujemy zaokraglenie w gore (ostatnia z pozostajacych cyir
zwiekszamy o 1).

2) Jeshi odrzucang cyfra jest 5 (1 fylko jedna cyfra jest odrzucana lub po .57 sa same zera) to ostatnig
z pozostajacych cyfr zwiekszamy o jeden kiedy jest ona meparzysta, lub pozostawiamy bez zmian,
laedy jest ona parzysta.

3) Jesh pierwsza (z lewe]) z odrzucanych cyfr jest mmiejsza od 5, to ostatma z pozostajacych cyfr
pozostaje bez zmian.

Przyklad 8.
1234567 ~ 123 .46; 1234546 ~ 123,45, 1233654501 = 1233.655; 1235001 ~ 124;
1235000 ~ 124; 12336545 ~ 1233.654; 12336535 ~ 1233 654,



I1.2. Dzialania na liczbach przyvblizonych.

W przypadku pomiaréw posrednich zapisane zgodnie z podanymu wyzej regulami wartosci liczbo-
we uzywane sa do dalszych obliczen, ktore generuja nowe liczby o znuenionej postaci. Przed przed-
stawieniem wynikow takich obliczen ponownie nalezy okresli¢ liczbe cyfr znaczacych. Stosujemy
wowczas nastepujace zasady oparte na regulach przenoszema bledow:

1. W przypadku dodawania lub odejmowania w wyniku pozostawiamy liczbe cyfr znaczacych row-
na liczbie cyfr znaczacych najmmiej dokladnego skladnika operacji (najmmiejsza liczbe cyfr zna-
czacych).

Tlose cyfr znaczacych w ilorazie (w iloczymie) rowna sie 1losci eyfr znaczaeych w tym jego czyn-
niku, ktory zawiera najmnie] cyfr znaczacych.

3. W przypadku odwrotnosci liczby (o liczbie cyfr =2) 1los¢ cyfr znaczacych maleje o 1.

4. Przy dodawanin, odejmowaniu 1 nmozeniu liczby przyblizonej z udziatem liczby dokladnej

w wyniku podajemy taka 1los¢ cyfr znaczacych, jaka ma liczba przyblizona.

5. W przypadku pierwiastkowania liczby przyblizonej mozna przyjac, ze liczba cyir pierwiastka jest

rowna liczbie cyfr liczby podpierwiastkowe) (wskazowka praktyczna).

6. W przypadku logarytmowama liczby przyblizone] liczba cyfr znaczacych pozostaje bez znuan

Wskazowka praktyczna. Panuetajmy o zdrowo-rozsgdkowe) zasadzie: dokladnosc analizowanego

wyniku nie moZe rosngc w rezultacie dokomywanych przeksztalcen i obliczen!

Podczas obliczania wynikow posrednich nalezy przyjmowac zawsze o jedna liczbe znaczaea wiece]

mz wskazuja powyzsze zasady.
leieli dane wyjsciowe moina braé z dowolna dokladnoscia, wéwczas aby otrzymacé wynik o k cy-
frach, naleiy brac dane z taka iloscig cyfr, ktdre zgodnie z regutami 1-6 dajg w wyniku k + 1 cyfr.

[~

Przyklad 9
a) 32,658 +1123+471=48598=486 11+0,11-0,0011=11,1089 zapis prawidlowy 11
9.01+21,5+12456=429661 zapis prawidlowy 43,0
b) 123.45-123456 =1524.06: 932-111- 0,038 =39.31176 =39: 12.345=152.399:

Reguly Bradis-Krylowa — ogélne zasady stosowane w metrologii okre$lajace zasady zaokraglania
liczb oraz dzialan na liczbach przvbliionvchm.

Wyniki pomiaréw i obliczen wyrazone liczbami przyblizonymi powinny by¢ tak obliczane i zapisywane
aby charakteryzowaly rzad wielkosci liczby i1 jej doktadno$¢. Na przyktad, jezeli obliczono dlugosé
odcinka:

e zbledem nie przekraczajagcym 1 m prawidlowym zapisem jest 1614 m
e 7z blgdem nie przekraczajagcym 0,1 m prawidtowym zapisem jest 1613,8 m

e zbledem nie przekraczajagcym 0,01 m prawidlowym zapisem jest 1613,83 m

Cyfry znaczace 1 zera wystepujace na koncu liczby powinny mie¢ znaczenie dwojakie — wskazywac rzad
wielkosci liczby oraz jej doktadnos¢.

Dzialania na liczbach przyblizonych

e Przy dodawaniu lub odejmowaniu liczb wynik koncowy powinien mie¢ tyle cyfr po przecinku, ile
ma liczba o najmniejszej doktadnosci, np.:

12,6 +7,83=20,4
128,54 — 45,7 =82,8

e Przy mnozeniu lub dzieleniu liczb wynik koncowy powinien mie¢ tyle cyfr znaczacych, ile ma
liczba o najmniejszej liczbie cyfr znaczacych, np.:


https://pl.wikipedia.org/wiki/Metrologia
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Liczba_przybli%C5%BCona&action=edit&redlink=1
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Liczba_przybli%C5%BCona&action=edit&redlink=1

24,43 x 17,357 = 424,0
0,0054 : 7 = 0,0008.

e Przy podnoszeniu liczby do potegi (gtdéwnie przy podnoszeniu do kwadratu lub szescianu) wynik
koncowy powinien mie¢ tyle cyfr znaczacych, ile ma liczba potggowana, np.:

26,83% = 19310.

o Przy wyciaganiu pierwiastka z liczby (gléwnie pierwiastka drugiego lub trzeciego stopnia) wynik
koncowy powinien mie¢ tyle cyfr znaczacych, ile ma liczba pierwiastkowana, np.:

V39,34 = 6,272.

e Liczby bedace wynikami posrednimi zapisujemy, uwzgledniajac dodatkowo kolejna cyfre,
pomimo powyzszych regut. W koncowym rozwigzaniu dodatkowa cyfre opuszczamy lub
zapisujemy mniejszg czcionka.

e Jezeli niektére dane zawieraja wigcej znakow dziesigtnych lub liczb znaczacych niz pozostate
dane w dziataniach (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie), wowczas zaokraglamy je zachowujac o jedng cyfre wiecej niz wynika z
pierwszych czterech regut.

Jezeli chcemy uzyska¢ wynik koncowy o Kk cyfrach, to do obliczen nalezy bra¢ dane z taka liczba cyfr,
ktore zgodnie z powyzszymi regutami w koncowym rozwigzaniu dadzg k+1 cyfr.



Prawo propagacji bledu (niepewnosci pomiarowej)
The general propagation of error model that applies exactly to all linear models 7 = fix, x,.... x,) and

approximately to nonlinear models (provided the relative standard deviations of the measured variables
are less than about 159%) is:

02 = (92/9x,) 07 + (9219x,)°07 + - + (9z/9x,) 0"

where the partial derivatives are evaluated at the expected value (or average) of the x,. This assumes that
there is no correlation between the x's. We shall look at this and some related ideas in Chapter 49.

Linear Combinations of Variables

The variance of a sum or difference of independent quantities is equal to the sum of the variances. The
measured quantities, which are subject to random measurement errors, are a, b, c,...:

v=a+b+c+--

O, = 0.+ 0o+ 0p +

= Jol+or+00 4

=1
|

The signs do not matter. Thus, v=a — b — ¢ — -+ also has (I,f = (I.,z + UE + (If + e

Przyktad 1

In a titration, the initial reading on the burette is 3.51 mL and the final reading is 15.67 mL both
with standard deviation of 0.02 mL. The volume of titrant vsed is V = 1567 — 3.51 = 12.16 mL.
The variance of the difference between the two burette readings is the sum of the variances of each
reading. The standard deviation of titrant volume 1s:

Oy = A(0.02)* +(0.02)° = 0.03

The standard deviation for the final result is larger than the standard deviations of the individual

burette readings, although the volume is calculated as the difference, but it is less than the sum
of the standard deviations.

Przyktad 2

Example: suppose vou measure the height H of a door and get 200 £ 0.03 m. Thiz means that
H =200 m and 47 = (.03 m. The door has a knob which is a height i = 0.88 £ 0.04 m from the bottom
of the door. Then the distance from the doorknob to the top of the door 18 @ = H — h = 1.12 m. What

is the uncertainty in J7 Using equation (3),
5Q (8H ) + (3h)2

v/ (0.03 m)2 + (0.04 m)?

+/0.0009 m? + 0.0016 m?

VL0025 m? = 0.05 m.

So @ =112 £0.05 m.

(4)
(2)
(6)
(7)



Przyktad 3
Consider the addition and subtraction of the following numbers:

(65.06 £ 0.07) + (1613 £ 0.01) — (2268 £ 0.02) = 5851 (£7)

The uncertninties listed represent the random or indeterminate errors associated with
each number, expressed as standard deviations of the numbers. The maximum error
of the summation. expressed as o standard deviation, would be 00 10; that is, it could
be either +0.10 or —0.10 if all uncertninties happened to have the same sign. The
minimum uncerizinty would be 0.00 if all combined by chance to cancel. Both of these
extremes are ot highly likely. and statistically the uncertainty will fall somewhere in
between. For addition and subtraction, absolute waceriainties are additive. The most
probable error is represented by the square root of the sum of the absolute varaaces.
That is, the absolute variance of the answer is the sum of the individual variances. For
a=b+c—d,

SR+ 3.5)
=R+ + {1.6)

In the above example,

gy = o (H00TF + (£0.01)2 + (£0.02)

= 149 5 1074 4 (1% 1074 4 (4 x 1074

=54 04 =473 = 102

So the answer is 58.51 £ 0,07, The number 0.07 represents the absolute uncertainty.
If we wish to express it as a relative uncenainty, this would be

+H0.07
58.51

= 100% = 30.1,%

Przyktad 4

You have received three shipments of Monazite sand of equal weight that contain
traces of europium. Analysis of the three ores provided europium concentrations of
397.8 £ 04, 253.6 £0.3, and 368.0 £ 0.3 ppm, respectively. What is the average
europium content of the ores and what are the absolute and relative uncertainties?

Solution

(397.8 £0.4) + (253.6 £ 0.3) + (368.0 £ 0.3)
3

=

The uncertainty in the summation is

Sa = v/ (£04)2 + (£0.3)2 + (£0.3)2
= 0.16 + 0.09 + 0.09
= +/0.34 = £0.58 ppm Eu

Hence, the absolute uncertainty is

_ 10194 0.6 ppm
X = 3 + 3 =339.8£0.2 ppm Eu

Note that since there is no uncertainty in the divisor 3, the relative uncertainty in the
europium content is

0.2 ppm Eu

e _6x107? 0.06%
339.8 ppm Eu * of ‘ o



2.11.2 Multiplicative expressions

If y is calculated from an expression of the type:
y = kab/cd (2.12)

(where a, b, c and d are independent measured quantities and k is a constant) then
there is a relationship between the squares of the relative standard deviations:

R EERC)
yy_’\/(a) +(b +2) g (2.13)

Przyktad 1

The quantum vield of fluorescence, o, is calculated from the expression:
o = Ie/kellye

where the quantities involved are defined below, with an estimate of their
relative standard deviations in brackets:

Iy = incident light intensity (0.5%)
I;= fluorescence intensity (2%)

£ = molar absorptivity (1%)

¢ = concentration (0.2%)

I = path-length (0.2%)

k is an instrument constant.

From equation (2.13), the relative standard deviation of ¢ is given by:

RSD =422 +0.22+0.22+ 0.5 + 12=2.3%

Przyktad 2

Example: a hird flies a distance d = 120 + 3 m during a time ¢
the hird iz v = d/t = 6 m/s. What iz the uncertainty of ©7

OO

JEm) (52

@50 + (6%)2
0000625 + 0.0036 = 6.5%.

du v(6.5%)

(6 m,=s)(6.5%)

0.39 m/s.

20012 5.

The average spesd of

(14)

(15)

(16)
(17)
(18)
(19)
(20)



Przyktad 3

The sludge age of an activated sludge process 1s calculated from &= % where X, is mixed-
liquor suspended solids (mg/L), V is aeration basin volume, (@, is wasle sfudge flow (mgd), and
X,, is waste activated sludge suspended solids concentration (mg/L). Assume V = 10 million
gallons is known, and the relative standard deviations for the other variables are 4% for X, 5%
for X, and 2% for Q,. The relative standard deviation of sludge age 1s:

%ﬂz 7552522 = A5 = 6.7%

The RSD of the final result is not so much different than the largest RSD used to calculate it.
This is mainly a consequence of squaring the RSDs.

Przyktad 4
Consider the following operation:
13.67 £ 0.02) (1204 £ 0.2
( )( ) = 356.0 (£7)
4.623 £ 0.006

Here, the relative uncertainties are additive, and the most probable error is represented
by the square root of the sum of the relative variances. That is, the relative variance of
the answer is the sum of the individual relative variances.

Fora = be/d,
(Dret = 6Dret + 5Dret + (D (3.7)
St =y D + (D + (D (3.8)
In the above example,

(sp) 2092 _ L0015

el = 367 T

(s.) =02 _ 00017

5 = — = .

el 1204
+0.006
= — 10.0013
St = 73

(5)rt = v (£0.0015)2 + (£0.0017)2 + (£0.0013)2

= .\/(2.2 x 1079 + (29 x 107%) + (1.7 x 1079

= /(6.8 x 107%) = +£2.6 x 1073

The absolute uncertainty is given by
S, =0 X ()
=356.0 x (£2.6 x 107%) = £0.93
So the answer is 356.0 £ 0.9.

Przyktad 5

Calculate the uncertainty in the number of millimoles of chloride contained in 250.0 mL
of a sample when three equal aliquots of 25.00 mL are titrated with silver nitrate with
the following results: 36.78, 36.82, and 36.75 mL. The molarity of the AgNO; solution
is 0.1167 £ 0.0002 M.

Solution

The mean volume is
36.78 + 36.82 4+ 36.75

3

= 36.78 mL




The standard deviation is

X; X —X (x; — )2
36.78 0.00 0.0000
36.82 0.04 0.0016
36.75 0.03 0.0009

> 0.0025

10.0025
5§ = A1 0.035 Mean volume = 36.78 & 0.04 mL

mmol CI™ titrated = (0.1167 £ 0.0002 mmol/mL)(36.78 £ 0.04 mL) = 4.292 (+7)

£0.0002

= =00 60017
o)l = 51167
() = 22935 1 6.00095
Schel = 308" =

(5)wt = v (2£0.0017)2 + (£0.00095)2

= \/ (2.9 x 107°) + (0.90 x 107°)

=V38x 1070
=+19x 107"
The absolute uncertainty in the millimoles of C1™ is
4.292 x (£0.0019) = £0.0082 mmol
mmol CI™ in 25 mL = 4.292 4+ 0.0082 mmol
mmol CI™ in 250 mL = 10(4.292 + 0.0082) = 42.92 + 0.08 mmol

Przyktad 6

You have received three shipments of iron ore of the following weights: 2852, 1578,
and 1877 1b. There is an uncertainty in the weights of +5 Ib. Analysis of the ores
gives 36.28 4 0.04%, 22.68 4+ 0.03%, and 49.23 + 0.06%, respectively. You are to
pay $300 per ton of iron. What should you pay for these three shipments and what is
the uncertainty in the payment?

Solution

We need to calculate the weight of iron in each shipment, with the uncertainties, and

then add these together to obtain the total weight of iron and the uncertainty in this.
The relative uncertainties in the weights are

B 100017 2 _ 100032 22 = £0.0027
2852 1578 1877
The relative uncertainties in the analyses are
+0.04 +0.03 +0.06
——— = 40.0011 ——— =40.0013 ——— =40.0012
36.28 22.68 49.23
The weights of iron in the shipments are
2852 £51b)(36.28 £+ 0.04%
( ) 9 _ 103472 Ib Fe

100
We calculate the relative standard deviation of the multiplication product as before:

(5w = v/ (£0.0017)2 4 (£0.0011)2 = £0.0020
5, = 10347 x (£0.0020) = +2.1 1b

Ib Fe = 1034.7 £+ 2.1 in the first shipment

(We will carry an additional figure throughout.)
(1578 £ 5 1b)(22.68 = 0.03%)
100

=357.89 (£?7) Ib Fe



(S)rel = -\f(i0.002?)2 + (£0.0012)% = £0.0030
5, = 924.05 x (£0.0030) = £2.8 1b
Ib Fe = 924.0 £ 2.8 1b in the third shipment

Total Fe = (1034.7 £ 2.11b) + (3579 £ 1.2 1b) + (924.0 £ 2.8 Ib)

=2316.6 (7 1b

Here we use absolute uncertainties:
Sp = -\f(ﬂ:2.1)2 4+ (£1.2)2 + (£2.8)2 =4371b
Total Fe = 2317+ 4 1b

A price of $300/ton is the same as $ 0.15/1b since 1 ton = 2000 Ibs.

Price = (2316.6 & 3.7 1b)($0.15/1b) = $347.49 + 0.56
Hence, you should pay $347.50 £ 0.60. m

Przyktad 7

You determine the acetic acid (HOAc) content of vinegar by titrating with a standard
(known concentration) solution of sodium hydroxide to a phenolphthalein end point.
An approximately 5-mL sample of vinegar is weighed on an analytical balance in
a weighing bottle (the increase in weight represents the weight of the sample) and

is found to be 5.0268 g. The uncertainty in making a single weighing is 0.2 mg.
The sodium hydroxide must be accurately standardized (its concentration determined)
by titrating known weights of high-purity potassium acid phthalate, and three such
titrations give molarities of 0.1167, 0.1163, and 0.1164 M. A volume of 36.78 mL of
sodium hydroxide is used to titrate the sample. The uncertainty in reading the buret
is £0.02 mL. What is the percent acetic acid in the vinegar? Include the standard
deviation of the final result.

Solution

Two weighings are required to obtain the weight of the sample: that of the empty
weighing bottle and that of the bottle plus sample. Each has an uncertainty of +0.2 mg,
and so the uncertainty of the net sample weight (the difference of the two weights) is

Sar = v (£0.2)2 + (£0.2)2 = £0.3 mg

The mean of the molarity of the sodium hydroxide is 0.1165 M, and its standard
deviation is £0.0002 M. Similarly, two buret readings (initial and final) are required
to obtain the volume of base delivered, and the total uncertainty is

Svot =V (£0.02)2 + (£0.02)% = £0.03 mL

The moles of acetic acid are equal to the moles of sodium hydroxide used to titrate it,
so the amount of acetic acid in mmol is

mmol HOAc = (0.1165 + 0.0002)mmol mL~"(36.78 + 0.03)mL
= 4.284, (£7) mmol

As before, we calculate the relative standard deviation of the product as the root mean
sum of squares of the individual relative standard deviations:

(Sproduct)rel = \/[(:1:0.0002/0.1 165)? + (£0.03/36.78)2] = £0.0019
Multiplying by 4.285, we obtain the standard deviation s:

§ = +4.285 x 0.0019 = 0.0081



4.285 £ 0.0081 mmol acetic acid is converted to mg HOAc by multiplying by the
formula weight of 60.05 mg/mmol (we assume that there is no significant uncertainty
in the formula weight), to obtain 257.3; & 0.49 mg HOAc.

To calculate the % acetic acid content, we must divide by the sample weight,
5026.8 4+ 0.3 mg:

%HOAc = 257.3; + 0.49 mg/5026.8 + 0.3 mg x 100% = 5.119 (£?) %acetic acid

Once again we calculate via the relative standard deviation:

(Sproduc)rel = v [(£0.49/257.3)% + (£0.3/5026.8)2] = £0.0019

Multiplying by 5.119, we obtain the standard deviation to be 0.01, the final answer
thus being 5.12 + 0.01 wt% acetic acid.

3 Raising to a Power

If m is an exact number and ¢ = =™, then

§Q = |n|z™ 4, (21)
or equivalently,
a0 &
X = (22)
Q| ||

The second form is probably easier to remember: the fractional (or percent) uncertainty gets multiplied
by || when you raise = to the nth power.

There is a very important special case here, namely n = —1. In this case the rule says that the percent
uncertainty is unchanged if you take the reciprocal of a quantity. (This, incidentally, is why multiplication
and division are treated exactly the same way in section 2 ahove.)

Example: the period of an cscillation 15 measured to be T = 0.20 £ 0.01 5. Thus the frequency 1=
f=1/T = 5 Hz. What is the uncertainty in f7 Answer: the percent uncertainty in T" was 0,01,/0.20 = 5%.
Thus the percent uncertainty in f 1s also 5%, which means that §f = 0.25 Hz. S0 f = 5.0 £ 0.3 Hz (after
rounding).



